
EM211: Grammikh Algebra II Akad. èto 2009�2010Pèmpth 13 Maòou 2010Ask sei - 8o Full�dio1. Se k�je m�a apì ti akìlouje peript¸sei efarmìste th diadikas�a Gram-Schmidt gia to uposÔ-nolo S tou q¸rou me eswterikì ginìmeno V . Sth sunèqeia bre�te mia orjokanonik  b�sh B tou Vkai upolog�ste tou suntelestè Fourier tou dedomènou dianÔsmato w pro th b�sh B.(1) V = R
3, S = {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 3, 3)} kai x = (1, 1, 2).(2) V = R
3, S = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} kai x = (1, 0, 1).(3) V = P2(R), S = {1, x, x2} kai f(x) = 1 + x. (Ed¸ 〈f, g〉 =

∫
1

0

f(t)g(t) dt.)2. 'Estw V = C
3, kai S = {(1, 0, i), (1, 2, 1)}. Bre�te to S⊥.3. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai W èna upìqwro peperasmènh di�stash tou V .An x 6∈ W , apode�xte ìti up�rqei èna y ∈ V , tètoio ¸ste y ∈ W⊥, all� 〈x, y〉 6= 0.4. 'Estw A migadikì n × n p�naka tou opo�ou oi st le apoteloÔn èna orjokanonikì sÔnolo.Apode�xte ìti AA∗ = I.5. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou, S, S0 uposÔnola tou V kai W èna upìqwro pepe-rasmènh di�stash tou V . Apode�xte ta akìlouja:a) An S0 ⊆ S, tìte S⊥ ⊆ S⊥

0
.b) S ⊆ (S⊥)⊥ kai, epomènw, span(S) ⊆ (S⊥)⊥.g) W = (W⊥)⊥.d) V = W ⊕ W⊥.6. (O tÔpo tou Parseval.) 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai {x1, x2, . . . , xn} miaorjokanonik  b�sh tou V . Apode�xte ìti gia k�je x, y ∈ V isqÔei:

〈x, y〉 =
n∑

i=1

〈x, xi〉 〈y, xi〉.7. (H anisìthta tou Bessel.) 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai {x1, x2, . . . , xn} ènaorjokanonikì uposÔnolo tou V . Apode�xte ìti gia k�je x ∈ V isqÔei:
‖x‖2 ≥

n∑
i=1

| 〈x, xi〉 |
2.8. Gia kajèna apì tou akìloujou q¸rou eswterikoÔ ginomènou kai telestè T ∈ L(V ), upolog�steto suzug  telest  T ∗ sto dosmèno stoiqe�o tou V .a) V = R

2, T (a, b) = (2a + b, a − 3b), x = (3, 5).b) V = P2(R), T (f) = f ′ + 3f , f(x) = 4 − x + 3x2. (Ed¸ 〈f, g〉 =

∫
1

0

f(t)g(t) dt.)



9. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai T ∈ L(V ). An L1 = T + T ∗ kai L2 = TT ∗, de�xteìti L1 = L∗
1
kai L2 = L∗

2
.10. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai T ∈ L(V ). De�xte ìti ‖T (x)‖ = ‖x‖, ∀x ∈ V ankai mìno an 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V .11. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai T ∈ L(V ). Apode�xte ìti

im(T ∗) = ker(T )⊥.12. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai T ∈ L(V ). Apode�xte taakìlouja:a) ker(T ∗T ) = ker(T ). (Sumper�nate ìti rank(T ∗T ) = rank(T ).)b) rank(T ) = rank(T ∗). (Sumper�nate ìti rank(TT ∗) = rank(T ).)
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