
EM211: Grammikh Algebra II Akad. èto 2008�2009Tr�th 12 Maòou 2009Ask sei - 9o Full�dioOrismì. 'Estw V èna dian. q¸ro kai W1 èna upìqwro tou V . Mia apeikìnish T : V → V lègetaiprobol  ston W1 an:(a) Up�rqei upìqwro W2 t.w. V = W1 ⊕ W2.(b) An x = x1 + x2, ìpou x1 ∈ W1 kai x2 ∈ W2, tìte T (x) = x1.Sti ask sei 1, 2 kai 3, pou akoloujoÔn, jewr ste ìti isqÔei o sumbolismì tou orismoÔ.1. Apode�xte ìti h probol  T e�nai grammik  kai ìti W1 = {x : T (x) = x}.2. 'Estw V d.q., W1 upìqwro tou V kai T : V → V probol  ston W1. Apode�xte ìti W1 = im(T )kai W2 = ker(T ).3. 'Estw V d.q., W1 upìqwro tou V kai T : V → V probol  ston W1. Apode�xte ìti T 2 = T .4. Apode�xte ìti an V e�nai d.q. kai T : V → V grammik  me T 2 = T , tìte h T e�nai probol  stonupìqwro W1 = im(T ).5. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai W upìqwro peperasmènh di�stash tou V .Apode�xte ìti an h T e�nai orjog¸nia probol  ston W , tìte h I−T e�nai orjog¸nia probol  ston
W⊥.6. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai T : V → V probol .De�xte ìti an h T e�nai orjog¸nia probol , tìte ‖T (x)‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ V .D¸ste èna par�deigma mia probol  T gia thn opo�a h anisìthta aut  den isqÔei.7. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai T : V → V orjog¸nia probol . De�xte ìti:
‖T (x)‖ = ‖x‖ ⇐⇒ x ∈ im(T ).8. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou kai T ∈ L(V ). Apode�xte ìti o T e�nai kanonikì ankai mìnon an ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖, ∀x ∈ V .9. Jewr ste to q¸ro V = P2(R) me eswterikì ginìmeno

〈p, q〉 =

∫
1

0

p(x)q(x) dx.Or�zoume T : V → V me T (a0 + a1x + a2x
2) = a1x.a) Apode�xte ìti o T den e�nai autosuzug .b) Bre�te ton p�naka M(T ;B), w pro th b�sh B = {1, x, x2} kai elègxte an e�nai autosuzug .



10. 'Estw V èna migadikì q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai T ∈ L(V )kanonikì. Apode�xte ìti:a) O T e�nai probol  an kai mìnon an k�je idiotim  tou T e�nai 1   0.b) T ∗ = −T an kai mìnon an k�je idiotim  tou T e�nai fantastikì arijmì.11. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai L : V → V èna autosu-zug  telest . Apode�xte ìti an 〈x,L(x)〉 = 0 gia k�je x ∈ V , tìte L = T0, ìpou T0 o mhdenikìtelest .12. 'Estw V èna q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai T ∈ L(V ). Apode�xte ìti
T ∗T = TT ∗ = I an kai mìnon an ‖T (x)‖ = ‖x‖, gia k�je x ∈ V .13. 'Estw V èna pragmatikì q¸ro eswterikoÔ ginomènou peperasmènh di�stash kai T ∈ L(V ).Apode�xte ìti o V èqei mia orjokanonik  b�sh apì idiodianÔsmata tou T me ant�stoiqe idiotimèpou èqoun apìluth tim  1, an kai mìnon an o T e�nai autosuzug  kai ‖T (x)‖ = ‖x‖, gia k�je
x ∈ V .14. 'Estw A èna migadikì kanonikì   pragmatikì summetrikì n×n p�naka me idiotimè λ1, . . . , λn(ìqi kat' an�gkhn diakekrimène). Apode�xte ìti tr(A) =

∑
n

i=1
λi kai tr(A∗A) =

∑
n

i=1
|λi|

2.15. 'Estw V o q¸ro twn suneq¸n sunart sewn me migadikè timè sto [0,1℄ kai eswterikì ginìmeno
〈f, g〉 =

∫
1

0
f(t)g(t) dt. 'Estw h ∈ V , kai or�zoume T : V → V me T (f) = hf . Apode�xte ìti otelest  T e�nai orjomonadia�o (dhl. T ∗T = TT ∗ = I) an kai mìnon an |h(t)| = 1, gia t ∈ [0, 1].16. 'Estw V = C([−1, 1]) kai jewr ste ton telest  P : V → V me

(Pf)(x) =
f(x) + f(−x)

2
.Apode�xte ìti o P e�nai grammikì kai ìti e�nai probol .
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